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COURTE PREUVE D’UNE IDENTITÉ COMPORTANT LES
NOMBRES DE BERNOULLI
par
Abdelmoumène ZEKIRI & Farid BENCHERIF
Résumé. — Dans cet article, nous donnons une courte preuve d’une relation généralisant
de nombreuses identités pour les nombres de Bernoulli.
1. Introduction et résultat
Soit Sx(z) :=
zezx
ez−1
la série génératrice exponentielle des polynômes (Bn(x))n≥0 de Ber-
noulli. La suite (Bn)n≥0 des nombres de Bernoulli est définie par
Bn = Bn(0), (n ≥ 0).
On a alors
Bn(x) =
n∑
k=0
(
n
k
)
Bkx
n−k.
De nombreux auteurs se sont intéressés à la remarquable identité suivante
(1) (−1)m
m∑
k=0
(
m
k
)
Bn+k − (−1)
n
n∑
k=0
(
n
k
)
Bm+k = 0.
Cette identité posée comme problème par Carlitz [2] en 1971 fut prouvée en 1972 par
Shanon [12] puis par Gessel [6] en 2003, par Wu, Sun et Pan [14] en 2004, par Vassilev-
Missana [13] en 2005 et par Chen et Sun [3] en 2009. Gould et J. Quaintance [7] la
prouvent de nouveau en 2014. Enfin Prodinger [10] en donne une preuve remarquablement
très courte en 2014 par l’emploi d’une série formelle à deux variables. Il est immédiat de
Mots clefs. — Nombres de Bernoulli, Polynômes de Bernoulli.
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constater que (1) est un cas particulier, obtenue pour q = 0, de la relation suivante établie
en 2012 par le second auteur et Garici [1]
(2)
(−1)m
m+q∑
k=0
(
m+ q
k
)(
n + q + k
q
)
Bn+k − (−1)
n+q
n+q∑
k=0
(
n+ q
k
)(
m+ q + k
q
)
Bm+k = 0.
Dans cette note, nous présentons une très courte preuve de la relation (2) qui repose
essentiellement sur le fait bien connu que tout polynôme de Bernoulli Bn(x) d’indice n
impair s’annule pour x = 1
2
et qu’on prouve facilement en remarquant que S 1
2
(−z) =
S 1
2
(z). En considérant alors la forme linéaire L définie sur le Q- espace vectoriel Q [x] par
L(xn) = Bn, pour tout n ≥ 0, cette propriété se traduit par
L
((
x+
1
2
)2n+1)
= B2n+1
(
1
2
)
= 0 (n ≥ 0).
Il suffit alors de remarquer que le polynôme
P (x) = (−1)m+qxn+q(1 + x)m+q − (−1)nxm+q(1 + x)n+q,
vérifie la relation
P (−
1
2
+ x) + (−1)qP (−
1
2
− x) = 0.
Il en résulte alors que
P (q)(−
1
2
+ x) + P (q)(−
1
2
− x) = 0.
On en déduit que P (q)(x) est un polynôme impair en x+ 1
2
et par conséquent que
L
(
P (q)(x)
)
= 0.
Ce qui fournit la relation (2) en constatant que
1
q!
P (q)(x) = (−1)m
m∑
k=0
(
m+ q
k
)(
n+ q + k
q
)
xn+k−(−1)n+q
n∑
k=0
(
n + q
k
)(
m+ q + k
q
)
xm+k.
Signalons que la relation (2) généralise de nombreuses identités connues pour les nombres
de Bernoulli.
Pour m = n et q = 1, la relation permet d’obtenir une relation prouvée par Ettingshau-
sen [5] en 1827, redécouverte par Seidel [11] en 1877 puis de nouveau par Kaneko [8] en
1995 et prouvée aussi par Gessel [6] en 2003 ainsi que par Chen et Sun [3] et par Cigler
[4] en 2009.
Pour q = 1, on obtient la relation établie par Momiyama [9] en 2001, puis prouvée de
nouveau par Wu Sun et Pan [14] en 2004 et par Chen et sun [3] en 2009.
Pour m = n et q = 3, on retrouve une relation établie en par Chen et Sun [3] en 2009.
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Pour m = n et q impair, on retrouve la relation établie par les auteurs [15] en 2011.
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